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Kolokacja

A note on terminology. Why is this method called “collocation”? In
numerical mathematics, interpolation is an approximation of an
unknown function by fitting an approximate function (say, a
polynomial) to discrete measured values of the unknown function.
Fitting an approximate function (say, a polynomial) to discrete
measured functionals (derivatives, integrals,..) of the kernel
function, has been called “collocation”. Where this name came in
mathematics, | do not know. This is standard terminology in
mathematics, and Torben Krarup, having been an excellent
mathematician, knew of this terminology and used it in this
abstract sense. A later, more concrete, geodetic attempt of
interpretation was to derive collocation from the Latin verb
“collocare”, which means bringing things together (con) at one
place (locus), collecting and combining things In our case this would
mean “‘combining and adjusting various geodetic measurements”. This
interpretation is more intuitive to a practical geodesist than the original
mathematical meaning. So, one may use both interpretations, or
just use collocation for the method of Krarup, without bothering
where the name came from.

' i Working with Torben K
Daniel Gerhardus Krige orking with Torben Krarup

Helmut Moritz, Graz. Presented at A Torben Krarup Workshop;

Aalborg University, October 13, 2006
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AGH Kriging i kolokacja MNK - pordéwnanie

Porownanie przeprowadzone przy zatozeniu:

» Skalarnych pdl losowych

» Prognozie (estymaciji, filtrowaniu) podlega wielkos¢ (czesciowo)
obserwowana a nie jej funkcja (funkcjonat).

» Stacjonarnosci rzedu 2 (funkcja kowarianciji istnieje)

Vver E[Z(0)] =p
Vv, v,eD Cov[Z(v1),Z(vy)] = E{[Z(vy) — ] [Z(vy) — u]} = C(h)
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Modele dekompozyciji, predyktory, kryteria optymalnosci

lll

AGH

Prognoza doktadna Prognoza filtrowana (trend + sygnat + szum)
{Z(v) = p(v) +£(v) {Z(v) = pn(v) + s(v) + €(v)

Z(vg) = u(vg) + €(vy) S(g) = u(vy) +s(vg)

Zo =2 +A'Z (SK) So =2 +ATZ (SK)

stata (lub zalezna od potozenia) i znana wartos¢ oczekiwana

Z,=2AT2Z (OK, UK) S =& Z (OK, UK)

stata i nieznana wartos¢ oczekiwana; nieznana, zalezna od potozenia wartos¢ oczekiwana (trend)
E(e) =0, E(ee”) = E(e?) » min

e=20—ZO e:S'O_S()

SK — kriging prosty, OK — kriging zwyczajny, UK — kriging uniwersalny
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AGH Kriging prosty

{Z=u+s+e=uu+s+e

{Z=u+£=uu+£
So = U+ 5

Zy =pu+¢g

Prognoza doktadna Prognoza filtrowana

Ukfad rownan:

QA = Jawna postac predyktora: Qzzd = 055,

Zo=A+AZ=pu+wlQNZ-pn So =2 +ANZ=p+wQ;(Z-np

Zo=2+ATZ = xIB + wlQ(Z - XB) So = +ATZ =x{B + wl; Q77 (Z - XB)

Wariancja prognozy:

2 _ _ = 2 _ 2 _qT _ 2 _ T o=1
o0& =0 —Awy =0 — w0 lw, Ofsk = O¢ — A g5, = 05 — g5 Q77 W,
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AGH
9 x y Z 25
I 1 1 10 r—
5 ° ° 1 2 11 3 ® °
2 2 10,4
1,73 2 1 12 1,75
i X _ i
C[h Cy7 C;al:i=|if h>0
75 h >
{ Ci=c.exp|-—-— R
a
i ® ® else 1 x L 4
C:c0+c
0,75 2 i il Z 2,2 c 0,75 3] i ) IS 2 20
C,:=0,05 c:=0,95 @ :=13,.15
0,0000 1,0000 1,4142 1,0000 0, 7071 0,0000 1,0000 1,4142 1,0000 0,0000
1,0000 0,0000 1,0000 1,4142 | . 10,7071 | 1,00000,0000 1,0000 1,4142 | , 1,0000
1,4142 1,0000 0,0000 1,0000 ~l0,7071 ~|1,4142 1,0000 0,0000 1,0000 1,4142
1,0000 1,4142 1,0000 0,0000 0, 7071 1,0000 1,4142 1,0000 0,0000 1,0000
1,0000 0,6916 0,6064 0,6916 0,759 1,0000 0,6916 0,6064 0,6916 1,0000
0,6916 1,0000 0,6916 0,6064 0,759 o_|0s6916 11,0000 0,6916 0,6064 | 0,6916
W = — —
0,6064 0,6916 1,0000 0,6916 0,759 0,6064 0,6916 1,0000 0,6916 0,6064
0,6916 0,6064 0,6916 1,0000 0,759 0,6916 0,6064 0,6916 1,0000 0,6916
Prognoza: Prognoza:
T -1 T -1
Zoi=@ ~Q =5=[11,0383] Zoi=@ @ «E=[10]
Wariancja prognozy: Wariancja prognozy:
s s ks =
VO::[CO+C]—m o, l.m:[0,2292] Va;:[cg_._c]_m o, l.m:[O]
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AGH Szybki przyktad (prognoza filtrowana)
" Ty T2 .
[ 1 1 10 P, 25
[ ! 1 L 2 1 2 L4 °
2 2 10,4
1,75 5 ; 1 -
| A C[Ri cpi €z a)s=|if R>0 L

c,:=0,05 Eu=0,95 dii=354L9

0,0000 1,0000 1,4142 1,0000 00,7071 0,0000 1,0000 1,4142 1,0000 0,0000
1,0000 0,0000 1,0000 1,4142 3 &, 7011 & 1,0000 0,0000 1,0000 1,4142| _ _ 1; 0000
1,4142 1,0000 0,0000 1,0000 | By TR 11,4142 11,0000 00,0000 1,0000 1, 4145
1,0000 1,4142 1,0000 0,0000 04 7075 1,0000 1,4142 1,0000 0,0000 1,0000
1,0000 0,6916 0,6064 00,6916 04759 1,0000 0,6916 0,6064 00,6916 0; 9500
0,6916 1,0000 0,6916 00,6064 0,759 & 0,6916 1,0000 0,6916 00,6064 0,6916
Gy = = D —=
0,6064 0,6916 1,0000 00,6916 & 0,759 z 0,6064 0,6916 1,0000 00,6916 = 00,6064
0,6916 0,6064 0,6916 1,0000 Q5759 0,691c 0,6064 0,6916 1,0000 0,69106
Prognoza: Prognoza:
T =y T -1
Spi=w, -0 F=[11,0183] SLA=iB il 2 =[9,9896
3 _ Wariancja prognozy:
Wariancja prognozy
i i ls S |
Vyi=Cc—w, -Q o, =[0,1792] Wiz €=, -0, c0_=[0,0438]
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Prognoza doktadna Prognoza filtrowana

Prognozowana wartosc¢ identyczna Prognozowana wartosc¢ rézna od
Na punktach danych (obserwacije) Z obserwowang. obserwowanej. Wariancja prognozy

Wariancja prognozy rowna zero. wieksza od zero.

Prognozowane wartosci identyczne dla dwdch modeli prognozy
Na punktach ,nowych”

Wariancja prognozy dokfadnej jest wieksza od wariancji prognozy
filtrowanej

W przypadku, gdy szum nie jest uwzgledniany dwa modele prognozy dajg identyczne wartosci prognozowane
oraz wariancje prognozy

www.agh.edu.pl
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Problem |

» Jak porownac¢ metody bez powielania wzorow?

» Predykcja MNK (Least squares prediction) = Kriging prosty w wersji prognozy
doktadnej (M = 0), np. w:

[1] strona 80, wzory 9.28, 9.29
[2] strona 361, wzory 9.64, 9.67, 9.72, 9.73

» Kolokacja z szumem (Collocation with random errors) = Kriging prosty w wers;ji
prognozy filtrowanej (p = 0), np. w:

[1] strona 102, 104, wzory 14.27, 14.42, 14.45

[1] Moritz H., (1980), Advanced Physical Geodesy, Wichmann
[2] Hofmann-Wellenhof B., Moritz H. (2005), Physical Geodesy, Springer

www.agh.edu.pl
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AGH Kriging zwyczajny — prognoza doktadna

Uktad rownan:
[ar ol (e =[]

Rozwigzanie w postaci jawnej:

{Z=p.+£=uu+s
Zy=pu+¢

[)L] _[T=@™ e tw) e tuu" |0 @y + (TR Tu) 710
Kkl W@ tu) "0 w, — (W"Q 1u)?

Jawna postac predyktora:
20=N"Z=4+ 00 (Z-up) A= o )" u'Q7Z
Wariancja prognozy:

0ok =% —ANwyg—k =0?> -0l Q0 'w, + (1 - 0l Q2 'uw) (W' Q u) (1 - wiQ tu)”
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AGH Kriging zwyczajny — prognoza filtrowana

Uktad réwnan:

Q I - {Z=u+s+e=yu+s+e
77 — $So S = +S

W ol =1 o St

Rozwigzanie w postaci jawnej:

ol =

Jawna postac predyktora:

[I - (uT.nglu)_lﬂgzluuT] Q77 W5, + (uTQEzlu)_lﬂgzlu

(uTﬂgzlu)_luTﬂgzlmSSO - (uTQEZlu)_l

So=AZ=0+ w507 (Z-up) A= (“Tﬂzz—lu)_luTﬂzz_lz
Wariancja prognozy:

-1 T
2 _ 2 AT _ 2 T -1 T -1 T -1 T o-1
0fox = 02 — M g, — k = 07 — Wl Q77055 + (1 — @l Qz7u)(u"Qz7u) (1 - wl Q77u)
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AGH Kriging uniwersalny — prognoza doktadna

Uktad rownan:

Q  X|[A]_ [@o Z=Xp+
[xT 0HK]:[XO] {Zozxgﬁj—eo

Rozwigzanie w postaci jawnej:

[;L] M= 071XXTQ1X) T IXT 10 T wy + Q7 IX(XTQTIX) "X,
kl XTQ1X)"1XT0 1w, — (XTQ1X)x,

Jawna postac predyktora:
Zo =ANZ=x{B+ w7 (Z-XB) =X 'x)"'X"Q"'Z
Wariancja prognozy:

o7 =02 —ATwg —k'x) = 0% — W) @ wy + (x) — W) QT IX)XTQ1X) (%] — wgﬂ‘1X)T
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AGH  Kriging uniwersalny — prognoza filtrowana

Uktad rownan:

7 -1 e,
XT 0]k Xo SO = XgB + So

Rozwigzanie w postaci jawnej:

/=

Jawna postac predyktora:

- 07X(XT07X) T XT| 07w, + Q7 X(XT077X) %,
(X"077X)" X"zt 0, — (X" Q7X) %,

So = ATZ = xB + ki, Q7 (Z — XB) B = (XTQziX) 'XTQ7}Z
Wariancja prognozy:

-1 T
2 — w2 _ AT —wlae e 2 o T -1 T _ 4nT -1 To—-1 T __ 4T -1
Oruk = Os A (’-’sso XoK = Og msso QZZ wsso + (XO wsso QZZ X) (X QZZ X) (xo “’ssoﬂzz X)
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Problem I

» Jak porownac¢ metody bez powielania wzorow?

» Kolokacja z parametrami (Collocation with parameters) = Kriging uniwersalny w
wersji filtrowanej, np. w:

[1] strona 15, 38, 40, wzory 2.35, 2.36, 2.38, 3.56, 3.59 oraz przyktad na stronie 48

[1] Moritz, H.: Advanced Least-Squares Methods. Reports of the Department of Geodetic Science No. 175,
The Ohio State University, Columbus 1972.

https://earthsciences.osu.edu/sites/earthsciences.osu.edu/files/report-175.pdf
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Roznice

To nie formuty matematyczne stanowig o réznicy miedzy krigingiem i kolokacjg (sg rownowazne) a
roznica w opisywanych zjawiskach (ich specyfice):

» W geodezji fizycznej, gdzie wszystkie wielkosci s powigzane z potencjatem zaktdcajgcym,
upowszechnito sie prawo propagacji kowariancji dla funkcjonatéw.

» W gornictwie i geologii, gdzie geostatystyka ma swoje poczatki, trudno bytoby znalezé zalezno$¢
funkcyjng miedzy np. stezeniem otowiu i cynku.

»  Kolokacja (u podstaw) dotyczyta problemdw globalnych, wiec od poczatku byta opracowywana dla
"kulistej" Ziemi.

»  Kriging poczgtkowo dotyczyt ograniczonych obszaréw (dla celéw gdrniczych), ale obecnie obie metody
sg stosowane w tym samym zakresie przestrzennym.

»  Prawdziwg réznice (wedtug mnie) stanowi to, iz te dwie metody rozwijaty sie w réznych srodowiskach
naukowych i zostaty zaprojektowane do rozwigzywania réznych problemow.

www.agh.edu.pl
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Dziekuje za uwage...




